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Esercizio 1.
Siano X1, ..., Xn v.a. indipendenti e identicamente distribuite (i.i.d.) t.c. :
fX(x) = x−21(1,+∞)(x)
Sia Y = min{X1, ..., Xn}
Esiste E[X1]? Esiste E[Y ]? Se si trovatela.

E[X] =
∫ +∞

1
x
x2
dx = +∞ poichè

∫ +∞
1

1
xα < +∞ per α > 1, quindi non

esiste E[X].

F (Y ) = P (Y ≤ y) = P (min{X1, ..., Xn} ≤ y) =
1− P (min{X1, ..., Xn} > y) = 1−

∏n
i=1 P (Xi > y) = 1−

∏n
i=1

∫ +∞
y

1
x2
dx =

1− ( 1
y )n

fY (y) = n
yn+1

E[Y ] =
∫ +∞

1
yn
yn+1 = n

n−1

Esercizio 2.
Date X,Y variabili aleatore, dimostrare le seguenti uguaglianze:

1. E(aY + bZ|X) = aE(Y |X) + bE(Z|X) con a, b ∈ R
E(aY + bZ|X) =

∑
y,z(ay + bz)P (Y = y, Z = z|X = x) =

a
∑
y,z yP (Y = y, Z = z|X = x) + b

∑
y,z P (Y = y, Z = z|X = x) =

a
∑
y yP (Y = y|X = x) + b

∑
z zP (Z = z|X = x) = aE(Y |X) +

bE(Z|X)

2. Se X e Y sono indipendenti allora E(Y |X) = E(Y )

E[X|Y ] =
∑
x xP (X = x|Y = y) =

∑
x x

P (X=x,Y=y)
P (Y=y) = E[X]

Esercizio 3.
Sia X una v.a. con densità:
fX(x) = 2xe−x

2
1(0,+∞)(x)

1. Determinare la distribuzione di Y = X2 usando la f.g.m.
E[etY ] = E[etX

2
] =

∫ +∞
0 etx

2
2xe−x

2
dx = 1

1−t
∫ +∞

0 2x(1−t)e−x2(1−t)dx =
1

1−t
Per t < 1 il risultato trovato corrisponde alla f.g.m. di una v.a. Espo-
nenziale di parametro 1.

2. Sia Y1, ..., Yn un campione casuale con la stessa distribuzione di X.
Determinare la distribuzione di Z =

∑n
i=1 Yi

1



E[etZ ] = E[et
∑n

i=1
Yi ] =

∏n
i=1E[etY ] = ( 1

1−t)
n

Allora Z ∼ Γ(n, 1)

Esercizio 4.
Sia X1, X,..., Xn un campione casuale da Poisson(λ). Determinare la fun-
zione generatrice dei momenti di S =

∑n
i=1Xi e di X̄.

E[etS ] = E[et
∑n

i=1
Xi ] =

∏n
i=1E[etX ] =

∏n
i=1(

∑+∞
x=0 e

tx eλλx

x! ) =
∏n
i=1 e

−λ∑+∞
x=0

(etλ)x

x! =

eλn(et−1)

E[etX̄ ] = E[et/n
∑n

i=1
Xi ] = E[et/nS ] = eλn(et/n−1)

Esercizio 5.
Sia X1, X2, ..., Xn un campione casuale dalla distribuzione Uniforme sull’in-
tervallo di ampiezza a centrato in θ. Siano Y1 = min{X1, X2, ..., Xn} e
Yn = max{X1, X2, ..., Xn}. Determinare le distribuzioni di Y1 e Yn.

P (Y1 ≤ y) = P (min{X1, .., Xn} ≤ y) = 1 − P (min{X1, ..., Xn} > y) =
1−

∏n
i=1 P (X > y) = 1−

∏n
i=1

∫ +∞
y

1
a1[θ−a

2
,θ+a

2
](x)dx = 1− 1

an (a2 + θ − y)n

se y ∈ (θ − a
2 , θ + a

2 )
Invece se y > θ + a

2 , P (Y1 ≤ y) = 1 e se y < θ − a
2 , P (Y1 ≤ y) = 0

Allora fY (y) = n
an (a2 + θ − y)n−11[θ−a

2
,θ+a

2
](x)

P (Yn ≤ y) = P (max{X1, ..., Xn} ≤ y) = P (X1 ≤ y, ..., Xn ≤ y) =∏n
i=1 P (X ≤ y) =

∏n
i=i

∫ y
θ−a

2

1
adx = 1

an (y − θ + a
2 )n se y ∈ (θ − a

2 , θ + a
2 )

Invece se y > θ + a
2 , P (Yn ≤ y) = 1 e se y < θ − a

2 , P (Yn ≤ y) = 0

Allora: fYn(y) = n
an (y − θ + a

2 )n−11[θ−a
2
,θ+a

2
](x)

2


